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1 Parameterschatzung

Begriffe

e Unbekannte Parameter (dazu gehdren zum Beispiel auch Abtastwerte der spektralen
Leistungsdichte) konnen aus einer Messung (Beobachtung mit endlicher Dauer) im All-
gemeinen nicht berechnet sondern nur geschitzt werden.

e Ein Schatzverfahren wird beurteilt nach dem Mittelwert und der Varianz seiner Schiatz-
ergebnisse.

e Ein Schitzer, dessen Mittelwert mit dem wahren Wert des Parametervektors uberein-
stimmt, heif3t erwartungstreu (kein systematischer Fehler, engl.: unbiased).

e Ein Schitzer, der fir zunehmende Fensterldnge (Messzeit, Probengrofie) gegen den wah-
ren Wert des Parametervektors konvergiert, heifit konsistent.

e Es gibt eine informationstheoretische untere Schranke fiir die Varianz einer Schiatzung
(zum Beispiel nach Cramér-Rao). Ein erwartungstreuer Schétzer, der diese Schranke er-
reicht, heifdt effizient. Wenn er diese Schranke mit zunehmender Fensterlange anstrebt,
heifdt er asymptotisch effizient.
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Ubersicht Spektralschatzverfahren

Klasse Modell

Verfahren

Klassisch —

Korrelogramm
Blackman-Tukey
Periodogramm
Bartlett-Periodogramm
Welch-Periodogramm
Maximum-Entropy-Methode

Parametrisch AR

MA

ARMA
e-Funktionen
sin-Funktionen
+ Rauschen

Kovarianzverfahren

Mod. Kovarianzverfahren
Burg-Algorithmus
Yule-Walker
All-Zero-Prozess

Mod. Yule-Walker

Prony
Pisarenko-Zerlegung

Nicht-Parametrisch —

MUSIC-Eigenanalyse
EV-Eigenanalyse
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2 Klassische Spektralschatzung 6

2 Klassische Spektralschatzung

2.1 Autokorrelationsfolge (AKF)

Exakte Darstellung der AKF
reclk] = & {x[n + k]x"[n]}

Schatzung der AKF
1 N—-k-1
— > x[n+k]x*[n] fir0<k<N-1
~ N_k n=0
rxx[k]:<
L ln + Ikf1x*[n] i —(N — 1) <k <0
x[n+ |k|]x*[n] fur —=(N-1) <k <
NoR & i




2 Klassische Spektralschatzung

Autokorrelationsfolge (AKF)

Eigenschaften der Schatzung
o erwartungstreue Schitzung E{7y[k]} = rex[k]
e Varianz steigt mit zunehmendem Index k, weil die Lange der Mittelung abnimmt

e Varianz strebt mit zunehmender Datenldnge N gegen 0

Es handelt sich um eine konsistente Schatzung der AKF.
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2 Klassische Spektralschatzung

2.2 Korrelogramm

Exakte Darstellung des Leistungsdichtespektrums (LDS)

P (f) =T Z Fex [ K]e 2 KT (Wiener-Khintchine-Theorem)
k=—

Korrelogramm

L
Pec(f) =T ) Fr[k]e KT
k=—L

o ryx|k] ist konjugiert gerade = Py, (f) ist rein reell

e L ~ N/10 (N: Lange der Datenfolge), wegen der sonst zunehmenden Varianz der AKF-
Schétzung
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2 Klassische Spektralschatzung

2.3 Fensterung der AKF (Blackman-Tukey)

Schatzung des LDS

L
ﬁBT(f) =T Z wk] ,ﬁxx[k]e—jankT
k=—L

Erwartungswert

L
& {Per(N} =T Y. wiklrua[Kle 5 = Poy(f) « W(F)
k=-L
o Zeitfenster mit Bereichen W (f) < 0 erzeugen negative Werte fiir P(f) = kein Recht-
eckfenster
e Pyr(f) ist mit zunehmendem L asymptotisch erwartungstreu

e Standardabweichung kleiner als ein Drittel des Mittelwertes
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2 Klassische Spektralschatzung

2.4 Periodogramm (auch: direkte Methode)

Exakte Darstellung des LDS

N 2

T Z x[k]e—jZthkT

k=—N

1
2N+ 1)T

Per(f) = lim &

Weglassen von &{-} und endlich lange Datenfolge fiithrt auf die Schatzung

2

T [N=1 |
Per(f) = 5 Z x[k|e kT
k=0

Durch fehlende Erwartungswertbildung statistisch instabil. o

= Ensemble-Mittelwert
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2.5 Mittelung von Periodogrammen (Bartlett)

Algorithmus
e Aufteilung der Datenfolge in nichtiiberlappende Segmente
e Berechnung des Periodogramms Py, ( f) fiir jedes Segment (zum Beispiel mit FFT)
e Mittelung der unmodifizierten Einzelperiodogramme an jedem Frequenzpunkt = Bart-
lett-Periodogramm
Eigenschaften

e Gleiche Fenstereffekte, wie Einzelperiodogramme e

P’ (f)

Anzahl der Segmente

o var{Ps(f)} ~

e Trade-off zwischen kleiner Varianz und hoher f-Auflosung
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2 Klassische Spektralschatzung

2.6 Mittelung von Periodogrammen mit Fensterung und
Uberlappung (Welch)

Algorithmus
e Wie Bartlett, aber Fensterfunktion iiber jedes Segment (Welch: Hann-Fenster)

e Uberlappung der Segmente zuldssig

Was ist dadurch gewonnen?

e Fensterung reduziert Nebenkeulen bei Spektren mit grofler Dynamik, vermindert aber
etwas das Auflosungsvermogen

e Durch Uberlappung werden mehr Segmente gemittelt = kleinere Varianz

e Bei 50 %-iger Uberlappung ist eine effiziente Implementierung mit Hilfe des FFT-Algo-
rithmus moéglich
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2.7 Kombination Periodogramm-Korrelogramm

Algorithmus
e Berechne Bartlett-Periodogramm (keine Uberlappung, Rechteckfenster)
e Inverse FFT des Periodogramms (Schatzung der AKF)
e Fensterung der geschatzten AKF

e FFT ergibt Schatzung fiir die spektrale Leistungsdichte

Was ist dadurch gewonnen?

Gleiche statistische Eigenschaften wie Welch-Verfahren, aber halber Rechenaufwand (nur

halb soviele Segmente miissen fouriertransformiert werden, keine Multiplikationen fiir eine
Fensterung der Segmente)
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2.8 Maximum-Entropy-Spektrum

e Die Maximum-Entropy-Methode (MEM) vermeidet unrealistische Annahmen wie peri-
odische Fortsetzung (diskrete Fourier-Transformation durch FFT) oder verschwindende
Daten auflerhalb des Beobachtungsfensters (Blackman-Tukey).

e Die MEM bestimmt das LDS des statistischen Prozesses mit der grof3ten Informations-
dichte, dessen AKF mit der gemessenen AKF im Beobachtungszeitraum iibereinstimmt.

e Bei Modellierung eines stationidren Prozesses sind das AR-Spektrum (Modellordnung
M) und das MEM-Spektrum (Pradiktorlange M) vollig Aquivalent.
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3 Hochauflosende Schiatzverfahren (parametrisch) 15

3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch)

3.1 Direkte Strukturen diskreter Filter

V(z) O»—¢ = & = ¢--—-—-——--- ¢ > * >
Yh, b, b, \ Y0, 10,
A S D S oA b2 b oy (2)
A% AT d A—a2 A~ Aan-2 A~ Aan-1
< o < & --—-—-—-—-—-- & < o < 1. Struktur




3 Hochauflosende Schiatzverfahren (parametrisch)

e O——0—>—0+>0Y(2)
Aby ADny ) 2 N2 Ay Abo
V(Z) O——+ Z= L ¢ Z= | * Z: & z: ¢
A V—an_l V—an_z V—a2 V—al V_ao
< O < O-------- O - O =
m m
ZO b.UZy Hl(z o ZO/J)
H= H=
H(z) — n bm n ) an = 1

2. Struktur
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3 Hochauflosende Schiatzverfahren (parametrisch)

3.2 Strukturen von AR-; MA- und ARMA-Modellsystemen

V(z) O—— > ? > ¢ -—-——————- * > ? >
Y1 vbl vb2 vbn_z "bn—l vbn
A S S S U S S YAR(z)
A~ Ao A~ d AT a2 4 an-2 A~ A4n-1
. & - R - - & =
—O———0-------- O——O0——— 00 YMA(y)
4Dy ADny 4D Abo 401 abo
V( z) O——e Z=_1 ® Z=_1 & -———-——-—- * Z=_1 ® z=_1 ®
A V—an_l V—an_z V—az V—al V—ao
“ O < O-------- O ) O <

AR
all-pole
IR

MA

all-zero

FIR
tapped-delay-line
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3 Hochauflosende Schiatzverfahren (parametrisch) 18

V(Z) O——o Z=_1 ® Z=_1 ¢ - -—-—-—-—-——- ® Z;I © Z=_1
Vbo "bl Vbz Vbn_z "bn—l Vbn
O—>—O—>—O-------- O————O———0—+—0 YARMA ()
] A~ A 4~ Aan-2 4 an-1
S W S G J S W 5% ARMA




3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch)

3.3 Ubertragungsfunktionen und Differenzengleichungen von AR-,
MA- und ARMA-Modellsystemen

HAR(z) = — o [kl == aylk—v]+o[k]
1+ > a,z7Vv v=1

HMA(2) =1+ zm: bz ' oo ylk] = i bolk — p]
p=0

p=1
1+ g buZ_” n m
p=1
HAMA(Z) = —— e ylkl == > aylk-vl+ > bolk-p]
1+ > a,z7 v=1 1=0
v=1
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3.4 Bestimmung der AR-Parameter

Yule-Walker-Gleichung

Fxx| O] reell o rgdm=1]\[a rxx|1]
T [1] Txx [0] r;x[m—Z] a __ Tex [2]
Fex|lm—=1] r[m—=2] --- Txx[0] am Fex [M]

0w’ = ree[0] + ) art [K]
k=1

rxx [O] r;ckx[]'] e r;x[m] 1 O'W2
rxx[l] rxx[o] r;x[m_l] a _ 0
rxx[m] rxx[m_ 1] rxx[o] Am 0

Levinson-Durbin-Rekursion

Algorithmus zur effizienten Losung von Gleichungssystemen in T6plitz-Form
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3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch)

3.5 Kovarianzverfahren zur Vorwartspradiktion

Vorwirtspradiktion (VP) und AR-Modell sind eng verwandt:

WGNO=—  ARModell 0[] %ry] =— Z arx[n — k]

x[k] o= Pradiktor ——0 e k]

Unterschiede AR < VP

AR-Filter VP-Filter

Eingang weifles Rauschen  x[n]
Ausgang x|n] e[n]
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1

arx[n — k] + e[n]
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Kovarianzverfahren zur Vorwartspradiktion

e Das AR-Modell ist ein rekursives Filter mit den Koeffizienten ay.
e Der Pradiktor ist ein MA-Filter mit den Koeffizienten —ay.

e = AR-Modell und Vorwartspradiktion sind zueinander komplementar.

Die Koeffizienten a,,, welche die Leistung des Pradiktionsfehlers minimieren, erhalt man als
Losung von

rXX[O] r;x[l] e r;x[m] 1 Omin
Tex[1] Tx [0] r;x[m_l] ai _ 0
rxx[m] rxx[m_ 1] rxx[O] Am 0
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3.6 Das Prony-Verfahren

Zur Person Baron de Pronys

Gaspard de Prony (» 22. Juli 1755, T 29. Juli 1839), Familienname Riche, 1780 Ingenieur und
1790 Chefingenieur an der Ecole des Ponts et Chaussées, Zusammenarbeit unter Anderem
mit Legendre und Carnot

Ursprung des Verfahrens

Gesetze zur Ausdehnung von Gasen konnen durch Linearkombinationen von (reellen abklin-
genden) e-Funktionen modelliert werden.

Prony entwickelte ein Verfahren um N Messpunkte durch e-
Funktionen exakt zu beschreiben. Dabei waren soviele e-Terme zuge-
lassen, wie fiir die exakte Losung nétig waren.
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3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch) 24

Das Prony-Verfahren

Moderne Varianten

e Verwendung von e-Funktionen mit komplexen Exponenten (harmonische Funktionen
mit und ohne Dampfung)

e In der Regel deutlich mehr Abtastwerte als Exponentialterme

e spektrale Interpretation

Unterschiede zu anderen Verfahren
e Periodogramm und DFT verwenden vorgegebene Frequenzen

e AR, MA und ARMA verwenden statistische Modelle

e Das Prony-Verfahren schatzt die Frequenzen
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Das Prony-Verfahren

Die Datenfolge x[n] soll durch

p
x[n] = Z hez" ™!
k=1

modelliert werden, wobei mit 2 = w; T

— e T+i%%)

Zk die komplexen Schwingungen und

hie = Agel? deren komplexe Amplituden

darstellen. Kriterium fiir die Giite der Modellierung ist die gesamte quadratische Abweichung

N 2
e = [xlnl ~#ln|

die zu minimieren ist.
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Das Prony-Verfahren

Schwierigkeiten
e hoch nichtlineares Problem
e keine analytische Losung moglich

o Iterationsverfahren (Gradientenverfahren, Newtoniteration) sind sehr rechenaufwendig
und/oder finden nicht das globale Fehlerminimum.

Das Prony-Verfahren verwendet lineare Gleichungssysteme. Die Mi-
nimierung der quadratischen Abweichung g ist dafiir nicht ganz opti-
mal.
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Das Prony-Verfahren

Varianten

Prony-Verfahren
Es werden 2p komplexe Parameter (h,, ..., h, und zy, ..., z,) verwendet, um 2p komple-
xe Abtastwerte (x[1],...,x[2p]) exakt zu modellieren.

Kleinste-Quadrate-Prony-Verfahren
Wenn die Anzahl N der Abtastwerte grofler ist, als die Anzahl 2p der Parameter, dann
konnen die Abtastwerte durch die Exponentialfolge nur approximiert werden.

Erweitertes Kleinste-Quadrate-Prony-Verfahren
Verwendet ungeddmpfte Einzelschwingungen (ax =0V k).

Prony-Spektrum
Das Prony-Verfahren ist eigentlich kein Spektralschitzverfahren. Die Schatzwerte Q,
¢k, A und o konnen aber spektral interpretiert werden. Verschiedene Annahmen iiber
das Signal auflerhalb des Beobachtungsbereichs fithren auf verschiedene Spektren.
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3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch)

Das Prony-Verfahren

Einzelschritte (bei allen Varianten)
1. Bestimmen der Pradiktionsparameter ay, . .., a,

2. Berechnen der a; und der € aus den Nullstellen z,...,z, eines Polynoms aus den
Pradiktionsparametern

3. Die Losung eines weiteren linearen Gleichungssystems liefert die Schatzwerte fiir Ay
und ¢

Uwe Siart: Hochauflosende Spektralschatzung und Pradiktionsverfahren
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3.7 Das urspriingliche Prony-Verfahren

Exakte Darstellung der Datenfolge durch

p 4
x[n] = ZAkejq)k . el T+ (n=1) _ Z hkzkn_l .
k=1 k=1

Umschreiben in

2. z° 2,0 \ [l x[1]
z18 2! zp1 hy | | x[2]
z P71z, 2,7\, x[p]

remn.

Prony entdeckte ein Verfahren, um die Bestimmung der zeitabhangi-
gen Parameter z; und der zeitunabhingigen Parameter h; zu separie-
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3 Hochauflosende Schiatzverfahren (parametrisch) 30

Das urspriingliche Prony-Verfahren

Definiere ein Polynom, dessen Nullstellen die z; sind:

p p
P(z) = l_[(z —zr) = Z amz’™, ap=1. (3)
k=1 m=0
Durch Verschieben des Index in (1) nach n — m, Multiplikation mit a,, und Summation ergibt
sich
p p p
Z amx[n—-m] = Z hkz amzi" Mt (4)
m=0 k=1 m=0




Das urspriingliche Prony-Verfahren

Die Substitution z;" ™1 = 2" P71z~ ergibt

p 4 4
Z amx|n —m] = Z hiz VP! Z anzit ™" =0.
m=0 k=1 m=0

Die rechte Seite entspricht dem Polynom (3), ausgewertet an allen seinen Nullstellen.

Aus den Werten a,,, die diese Gleichung erfiillen, ergeben sich p Gleichungen:

x[p] xlp—-1] --- x[1]\[ay x[p+1]
x[p + 1] x[p] - x[2] |] a2 _ x[p + 2]
el2p-1] x[2p-2] - x[pl\ay) | xl2p]
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3 Hochauflosende Schiatzverfahren (parametrisch) 32

Das urspriingliche Prony-Verfahren

Einzelschritte
1. Lose (5) — Koeffizienten a,, des charakteristischen Polynoms (3)

2. Bestimme die Nullstellen z; des charakteristischen Polynoms (3)

In|z|
= 1
(945 T /S
arg{zy}
= H
Je 2T z
3. Lose (2)
A = |hil

or = arg{hi}




3.8 Das Kleinste-Quadrate-Prony-Verfahren

Problem

e Wenn mehr Abtastwerte als Parameter vorliegen, kann die Modellierung nur approxi-
mativ sein.

e Das vollstindige Kleinste-Quadrate-Problem ist extrem nichtlinear und nicht analytisch
16sbar.

Losung
Minimiere zunéachst nicht o = Zﬁ]:l |x[n] — £[n]|? sondern den Fehler

P

e[n] = Z amx[n — m]

m=1
der Vorwértspradiktion.

Das Auffinden der entsprechenden Pradiktionsparameter a,, entspricht exakt der Vorwérts-
pradiktion nach dem Kovarianzverfahren.
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3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch)

Das Kleinste-Quadrate-Prony-Verfahren

Entscheidung: Wieviele e-Terme sollen verwendet werden?
e Eigenwertanalyse

e FPE final prediction error

AIC Akaike information criterion

MDL minimum description length

CAT criterion autoregressive transfer

GMV gesunder Menschenverstand (oftmals beste Losung)
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Das Kleinste-Quadrate-Prony-Verfahren

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms (Koeffizienten a,,) ergeben die z1,...,z,.

Das Restproblem ,Minimiere o” ist linear in den verbleibenden Parametern hy, ..., h,.

Es wird gelost durch

(272)h = 2%
wobei
1 1 1 hy x|[1]
7 - Z1 Z9 Zp b= h e x[2]
7 N1 z,N-1 z,N1 h, x[N]
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3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch)

Das Kleinste-Quadrate-Prony-Verfahren

Modifikation: keine Dampfung (o =0 — |zx| = 1)

p
x[n] = Z(hkzk"_l + hk*(zk*)n_l) .

2p 2p
P(2) = [(z-2) = ) ag®*
k=1 k=0

mit ay = 1, azp, = [] zx und |az,| = 1.

Wegen 1/z; = z* hat ap,z*?P*(z) die gleichen Nullstellen wie P(z), daher ist ax = azpazp—*.

Differenzengleichung

P
x[n = pl+ ) (gplklx[n—p + k] +g,*[k]x[n - p - k]) =0
k=1
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3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch)

Das Kleinste-Quadrate-Prony-Verfahren

Minimiere nicht den Pradiktionsfehler, sondern

N-p p 2
Op = Z ‘x[n] +Z(9p[k]x[”+k] "‘gp*[k]x[n_k])‘ '

T’l:p+1 k=1

Zugehorige Normalgleichung

fgp[o] \
rp[0,0] ... 1rep[0,2p] gp.[l] 0,
: : 1 =120y
rzp[Zp,O] s T2p [2p,2p] gp* [1] Op
\gp*[P]/
N
mit ry, [ j,k] = :%H(x*[n —jlx[n—k] +x[n—p + jlx*[n—p +k]).
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3.9 Spektrale Interpretation

Voraussetzung: Annahme iiber den weiteren Verlauf von x[n], zum Beispiel
e einseitig unendlich (X[n] =0V n < 0),
e zweiseitig symmetrisch.

Zugehorige Z-Transformierte:

p
A hk . . .
Xl(Z) = Z m elnseltlg,
k=1 k
X5(2) Zp: h ! ! iseiti
= — zweiseitig.
? P “l1- zrz7l 11— (z*2)7! &

Diese konvergieren fiir |z| > |zk|.

Sind ferner |zi| < 1 (keine anklingenden Terme), dann ergibt die Substitution z = e/*’ die DFT
von X.
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3 Hochauflosende Schatzverfahren (parametrisch)

Spektrale Interpretation

Prony-Spektrum
S.(f) = TR, (), Q=2nfT

Eigenschaften
e v = 1: geeignet fiir transiente Signale
e v = 2: deckt auch ungedampfte Schwingungen ab
e Beide Spektren konnen schmalbandige oder breitbandige Anteile modellieren.

e Starkes Rauschen bedingt hohe Schitzfehler bei den o) (meist viel zu grof3).
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3.10 Vorgehen bei bekannten Frequenzen

Es seien q Frequenzen z, . .., z, bekannt, nicht aber deren Amplituden.

Das charakteristische Polynom kann zerlegt werden:

p P—q
5w = (S S
m=0 k=0 i=0

Koeflizientenvergleich und Einsetzen der a,, in (4):

Zp:amx[n— zp: Zq:ckamk x[n—-m] =0
=0
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Vorgehen bei bekannten Frequenzen

Umstellen ergibt eine Faltung (entspricht Filterung):

P—q q
Zamy[n—m] =0 mit y[n] :chx[n—k].
m=0

k=0

Einzelschritte
1. Originaldaten filtern, Koeffizienten cx aus den bekannten Polen

2. Kovarianzverfahren zur Schatzung der «,. Die Nullstellen des verkiirzten Polynoms
> a;z' sind Schatzwerte fiir die unbekannten Pole.

3. Bestimmen der Schatzwerte fiir die komplexen Amplituden hy nach der Kleinste-Qua-
drate-Methode
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4 Hochauflosende Schatzverfahren (nichtparametrisch) 42

4 Hochauflosende Schatzverfahren (nichtparametrisch)

4.1 Der MUSIC-Algorithmus

AKF des Modellsignals (M komplexe Schwingungen in weilem Rauschen mit Varianz ¢*):
M .
reclk] = )" Pe* 4 o?[k] 5 Q=T (6)
i=1

Autokorrelationsmatrix (p + 1 Abtastwerte):

rxx[O] rxx*[p] M
Rp = : : = ZPiSiSiH + oE :Sp + Np (7)

Fexlp] -+ Txx[O] i=1
mit
. . T
S = (1 e erQi)
Jedes Vektorprodukt s;s; ist eine Matrix mit Rang 1.

Rang{S,} =M <p+1
Rang{N,} =p +1
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Der MUSIC-Algorithmus

Die Signalmatrix hat folglich nur M von Null verschiedene Eigenwerte A4, ..., Ay
Signalraum Die zugehorigen Eigenvektoren vy, . .., vy spannen den gleichen Raum auf, wie
die Signalvektoren sy, .. ., sj;.

Rauschraum vy, ...,9,41 spannen den Rauschraum auf.

Unitaritiat der Eigenvektoren Die Eigenvektoren der hermiteschen Matrix R, sind paar-
weise unitar (konjugiert orthogonal).

Die Einheitsmatrix ergibt sich also auch durch

p+1

E = Z viviH

i=1

und damit die Eigenwertzerlegung von R,

M p+1
i=1 iI=M+1
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Der MUSIC-Algorithmus

Rauschraum-Frequenzschatzung

Die Signalvektoren s; sind orthogonal zu jeder Linearkombination aus Basisvektoren des
Rauschraumes:

p+1

SiH Z aror| =0. (9)

k=M+1

Skalarprodukte mit gewichteten Linearkombinationen

p+1 p+1
> ale (@l =" (@) | > awor|e(Q)
k=M+1 k=M+1

wobei

e(Q) :(1 el .. eij)T

sind immer dann 0, wenn e((2) = s;.
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Der MUSIC-Algorithmus

Die Frequenzschatzfunktion

1
p+1 (10)
> alet(Q)o|?
k=M+1

hat Pole an den Stellen Q2 = Q,.

MUSIC-Verfahren: o =1 Vk
1

Prusic(2) =

p+1

eH(Q)( 2 Ukka) e(£2)

k=M+1

e In der Praxis keine Pole wegen Schétzfehler, aber sehr scharfe Peaks

o Pyusic(€?) ist keine Schatzung der spektralen Leistungsdichte sondern ein Frequenz-
schitzer fiir schmalbandige Komponenten

e Die Trennung von Signalraum und Rauschraum geschieht anhand der relativen Grofien
der Eigenwerte A; (, Threshold®)
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4 Hochauflosende Schatzverfahren (nichtparametrisch)

4.2 Interpolation fehlender Folgenglieder (LSAR)

Folge der Linge N mit M unbekannten (fehlenden) Gliedern:

x = {x[0],x[1],--- ,x[k —1], x[k], x|k +1],--- ,x[k + M — 1],

M unbekannte Samples

x[k + M],- -

Die Folge sei beschrieben durch P Autoregressionskoeffizienten ay, . . ., ap:

x|[m] = ar x[m—k] + e[m]

ANE

k=1
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4 Hochauflosende Schatzverfahren (nichtparametrisch)

Interpolation fehlender Folgenglieder (LSAR)

47

e[ P] x[P] x[P -1] x[P - 2] x[0]
e[P + 1] x[P + 1] x[P] x[P —1] x[1]
e[k — 1] x[k = 1] x[k = 2] x[k — 3] x[k—P—1]
e[k] #[k] x[k = 1] x[k - 2] x[k - P] a
e[k + 1] %[k + 1] 2[k] x[k = 1] x[k-P+1] || a
e[k + 2] %[k + 2] [k +1] #[k] x[k-P+2] || as
elk+M+P—21| |xkem+pr—21| |x[k+M+P=3] x[k+M+P—4] - #[k+M=2]|aps
e[tk +M+P—1] x[k+M+P—1] x[k+M+P-2] x[k+M+P-3] --- x[k+M-1]|\ ap
e[k + M + P] x|k + M + P] x[k+M+P—-1] x[k+M+P-2] --- x[k+M]
el[c+M+P+1] x[k+M+P+1] xlk+M+P] xlk+M+P-1] x|k + M+ 1]
e[N - 1] [N - 1] *[N - 2] *[N - 3] [N =P 1]
x[P - 1] x[P -2] x[0]
x[P] x[P - 1] x[1]
. x[k = 2] x[k=3] - x[k=P-1]
“x[k+M+P-1] x[k+M+P-2] --- x[k+ M]
xlk+M+P] x[k+M+P-1] --- x[k+M+1]
*[N - 2] *[N = 3] [N =P 1]
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Interpolation fehlender Folgenglieder (LSAR)

x; = (x[P] x[P+1] ... x[k—1] x[k+M+P] x[k+M+P+1] ... x[N-1])"

Schatzung der AR-Koeffizienten durch die Kleinste-Quadrate-Normalgleichung:
-1
a=(X"X) X"x

Gleichungen mit den unbekannten Gliedern:

e[k] x[k] x|k —1] x|k — 2] x|k — P] a
e[k + 1] x|k + 1] x[k] x|k —1] - x|[k=P+1] a,
e[k + 2] ~ x|k + 2] x|k + 1] x[k] -+ x|k=P+2] as
elk+M+P-2| |xpkem+pr—21| |xk+M+P-3] x[keM+P—4] - #[k+M-2]||ar_,

e[c+M+P—1] xlk+M+P-1] xlk+M+P-2] x[k+M+P-3] --- x[k+M-1]/\ ap

=
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4 Hochauflosende Schéatzverfahren (nichtparametrisch) 49

Interpolation fehlender Folgenglieder (LSAR)

Umschreiben in

e[k] 1 0 0 0 0
e[k +1] —a 1 0 0 0
elk + 2] —a, —a; 1 0 0
elk +3] —as —a —-a 1 0 k]
e[k +4] —ay —as —ay —-ay cee 0 %[k +1]
: : : : : A [k +2]
el[k+P-1] = —-ap —ap-1 —ap-, —ap-3 ‘- 0 X[k +3] +
elk + P] 0 —ap —ap-1 —ap-3 0 :
elk+P+1] 0 0 —ap —ap-1 - 0 flk+M—1]
elk+M+P-2] 0 0 0 0 —ap_1
elc+M+P—-1] 0 0 0 0 —ap
Ay
—ap -ap., —ap_, -+ —a; 0 .- 0 0 0 e 00 x[’i'P]
x[k - P+1]
0 —ap —-ap-;y -+ —apy O 0 0 0 0 0 [k—P+2]
0 0 —ap -+ -—as 0 0 0 0 o ofl ¥
0 0 0 —ap 0 0 0 0 0 0 x[ko‘ 1
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 .
0 0 0 0 0 —-a 1 0 0 0 x[k + M]
0 0 0 0 o0 —ay —a 1 0 o0 s M1
0 0 0 0o 0 -a -a -a o of Fkt+M+l]
3 2 1 x[k+M+2]
0 0 0 0 0 —-ap-1 —ap-z —ap-3 —a; 1 x[k+M+P—1]
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Interpolation fehlender Folgenglieder (LSAR)

Der gesamte quadratische Fehler ist
eTe = (Ali + AzXz)T (Ali + AzXz)

und dieser wird Minimiert durch

#[k]
XLSAR = ;C[k.-l- ! = - (AIT Al)_l (AIT Az) X2

x[k+M—1] LSAR
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